PROBABILIDADE E
ESTATISTICA

Curso de Matematica
Probabilidades



OBJETIVOS IMGS

Definir probabilidade;
|dentificar situaces praticas as quais se aplica a probabilidade;
Definir experimento, espago amostral e evento;

Distinguir as trés definicbes de probabilidade: classica, frequentista e subjetiva;

U 0 0 0 O

|dentificar situagdes praticas em que cada uma das definicbes de probabilidade
€ aplicada;

U

Calcular probabilidades;

U

Aplicar o principio basico da regra de Bayes na resolucao de situagOes-
problema.
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IMCS

Esquema do Capitulo

[ Probabilidade ] — [ Definigbes e Notagbes Basicas ]

A A
—[ Classica Experimento
Aleatério
‘ Definigao [ Frequentista N
Espaco
L Amostral
—[ Subjetiva
ma 4[ Evento
Teoremas
—

-

Probabilidade Condicional ]

.

-

Teorema de Bayes ]

.

—[ Recapitulando ]

—[ Aprofundando Conhecimentos ]

[ Referéncias ] [ Referencial de Respostas ]

Figura 1 Esquema do capitulo
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IMCS

Probabilidade no dia a dia - Importancia s

Hoje em dia, os meios de comunicacao de massa ou midias, entre eles os jornais, as revistas, o
radio, a televisdo e, mais recentemente a Internet, popularizaram os conceitos e nocdes da
teoria das probabilidades. Este fato contribuiu para a interacdo estimulante e flexivel entre a
teoria e o dia a dia das pessoas, desmistificando a associacao inicial de probabilidade com os
“jogos de azar”.

Historicamente, o proposito dos estudiosos da teoria das probabilidades limitava-se aos estudos
dos jogos de azar, cujo interesse estava voltado em planejar estratégias de apostas. A limitacao
no estudo da teoria das probabilidades retardou por muito tempo o seu desenvolvimento como
disciplina no campo da Matematica. Até que Pierre-Simon de Laplace publica, em 1812, o livro
Theorie Analytique des Probabilités, no qual aborda a definicdo classica de probabilidade. A
partir dai o progresso desta teoria ndo parou, novos estudos foram realizados ao longo do
tempo, proporcionando aos estudiosos a aplicacdo da probabilidade na solucdo de diversos
problemas presentes no cotidiano das pessoas.

Hoje, podemos encontrar diversos exemplos que ilustram a utilizacdo e a aplicacdo das
probabilidades. Por exemplo, a previsdo de producdo de milho para o préximo ano, a
constatacdo de falha mecanica em um sistema de prevencdo contra vazamento em uma usina
nuclear, o preparo de um orcamento — municipal, hospitalar, etc., a avaliacdo do impacto de
uma reducdo no numero de funcionarios de determinado setor de uma empresa, o calculo dos
custos da producéo — cafeeira, de gado de corte, etc., a avaliacdo de associacdo entre implantes
mamarios e doenca de tecido conjuntivo.

Perceba, portanto, que a probabilidade esta muito mais presente na sua vida do que vocé, até
entdo, poderia imaginar!
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Perguntas Iniciais

O que é probabilidade para vocé?

Vocé se recorda de algum fato, momento ou informacoes de seu
cotidiano que transmite “idéias” de probabilidade?
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Probabilidade versus Estatistica

Embora o calculo das probabilidades pertenca ao campo da Matematica,
sua inclusao aqui se justifica pelo fato da maioria dos fendmenos de
que trata a Estatistica ser de natureza probabilistica ou aleatorios. Do
latim alea = sorte.

Procuramos resumir aqui os conhecimentos que julgamos necessarios
para termos um ponto de apoio em NnOSSOS primeiros passos a caminho
da Estatistica Inferencial.
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IMCS

DefinicOes e Notagcao Basica Bty

Experimento - £ todo processo de realizar observacdes e obter dados.

Experimentos Deterministicos — sao aqueles cujos resultados podem ser
determinados antes de sua realizacao.

EXEMPLO: Quanto tempo levard um carro para percorrer um trajeto de 200
km numa velocidade média de 100 km/h?

Ndo é necessario executar o experimento para se determinar a resposta: 2
horas.

Experimentos Aleatdrios ou Estocasticos — sdo aqueles que , mesmo repetidos
varias vezes sob condicdes semelhantes, apresentam resultados
imprevisiveis. Eles vislumbram o acaso.

EXEMPLO: O seu time ganhara a

partida de hoje? Num experimento aleatorio temos que:

Trés coisas podem acontecer: « todos os resultados possiveis sdo conhecidos

C reviamente;
a) Apesar do favoritismo, ele P

perca; * antes de cada realizagao, nao se conhece com
4

certeza o resultado que sera obtido, dai a

b) Que, como pensamos, ele ganhe; incerteza, conceito no qual se baseia a Teoria de
Probabilidade;

*por fim, o experimento aleatério pode ser
Assim o resultado final depende repetido em condigdes idénticas.

do acaso.
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Definicdes e Notacdo Basica LS

O que € um modelo probabilistico para vocé?

Definimos modelo probabilistico como um modelo matematico baseado na
teoria das probabilidades wutilizado para descrever um experimento
aleatorio
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DefinicOes e Notacao Basica — cont...

Espaco amostral - geralmente representado por S ou Q (lé-se Omega), como
o conjunto de todos os possivels e diferentes resultados, de natureza
qgquantitativa ou qualitativa, de um experimento aleatdrio.

Exemplos:

* No lancamento de uma moeda honesta, o espaco amostral do experimento é
QQ = {cara,coroa}l.

* No lancamento de um dado, Q = {1, 2, 3, 4, 5, 6}
* Dois lancamentos sucessivos de uma mesma moeda,
Q= {(Ca,Ca), (Ca,Co), (Co,Ca), (Co,Co)}
* Lancamento simultédneos de 2 dados,
Q= {(1,1), (1,2), (1,3), (1,4), (1,5, (1,6), (2,1), ..., (6,6)}

Cada elemento de Q2 que corresponde a um resultado recebe o0 nome de ponto amostral.
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Exemplo de Espaco Amostral

1. Determinar o espaco amostral relativo aos experimentos abaixo:

a. Trés lancamentos consecutivos de uma moeda b. Duas retiradas consecutivas e sem reposicao
comum. de bolas de uma urna que contém 3 bolas bran-
Solucao cas, 2 bolas azuis e 4 bolas vermelhas.
Sendo ca = cara e co = coroa, temos: Solucéo
_~Ca— (ca, ca, ca)
- ca < b—(b,b)
~co — (ca, ca, co) b<—— a — (b, a)
ca \\\
) v — (b, v)
_-Ca—» (ca, co, ca)
(‘u<':/ b —(a,b)
o
™ co — (ca, co, co) Urna a (\ a—(a a)
\ v — (.} V)
_~ta — (co, ca, ca) =
ca<_ /”b —(wb)

~ ) p :
co —» (co, ca, co) v& a—(v,a)

co /
vV—(V,V)
. ca — (co, co, ca)
-

co<
™~

~~co — (co, co, co)

/\

Resposta:

Q= {(b, b), (b, a), (b, v), (a, b), (a, a), (a,
Resposta: v), (v, b), (v, a), (v, v)}

S ou Q= {(ca, ca, ca), (ca, ca, co), Na primeira retirada: 3 possibilidades
(ca, co, ca), (ca, co, co), (co, ca,
ca), (co, ca, co), (co, co, ca), (co,
co, co)}

Na segunda retirada: 3 possibilidades

Se houvesse uma terceira retirada: 2 possibili-
N° de elementos de Q: 8 = 23 dades ( a azul ndo pode ser mais retirada)
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Atividade 01 IMGS

Defina o espaco amostral para cada um dos experimentos aleatdrios a
seqguir:

a) Um Engenheiro, responsavel pelo controle de qualidade no processo
de producao, deseja escolher uma lampada comum e medir o seu
tempo de vida util.

& = t/fEiO: , em que t representa o tempo de vida UGtil. E podemos notar
que 1incluil a possibilidade da lampada ndo acender 1logo no
inicio do teste.

b) Considere o experimento que consiste no lancamento de dois dados.

Para facilitar visualizarmos o espaco amostral resultante no lancamento de dois
dados, sugerimos a construcdo de uma tabela. Também é importante considerarmos
D,: dado 1 e D,: dado 2.

Tabela 1 Valores obtidos, nas faces superiores, no langamento de

dois dados honestos. Portanto, o espaco amostral:
e Q = ((1;1);(1;2);(1;3);...7(6:6) ]
1 1) (L2) (L3) (L4) (L5 (L6)
2 (21)  (22) (23) (24) (25) (29)
° (31 (32) (83 (34) (35) (36)
4 (41)  (42) (43) (44) (45 (49)
5 (51)  (52) (53) (54) (55) (5:6)
6 (8) (62) (63 (64) (85 (66)
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Atividade 01 — cont... IMGS

c) Um estagiario responsavel pela producdo de uma confeccao pretende
conhecer o numero de pecas intimas defeituosas produzidas durante 1

hora.

Q- Q(//X'EZO:em que X representa o numero de pecas defeituosas. E podemos
concluir que X = 0 inclui a possibilidade de ndo se produzir
nenhuma peca defeituosa em uma hora. Ou X = 1, logo Q =
{0,1,2,...}.

d) Um téecnico de seguranca do trabalho quer estimar o nivel de ruido, em
decibéis, emitido por um prédio em construcdo na vizinhanca.

Portanto, o espaco amostral é o conjunto de todos o0s numeros reais positivos,
e com isto assume valor continuo.
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DefinicOes e Notacao Basica — cont...

Evento (representaremos por E maitusculo) - é qualgquer subconjunto do
espaco amostral Q de um experimento.

Para exemplificar, considere o lancamento de um dado honesto, cujo
espaco amostral é Q = {1,2,3,4,5,6}. Nesta acdo, h& diversos eventos
possiveis, dentre eles: obter a face menor do que 4, ou seja, E =
{1,2,3} , ou, ainda, obter a face par, E = {2,4,6}.

Se E =S, E é chamado de evento certo
Se E < S e E é um conjunto unitario, E € chamado evento elementar.

Se E = U, E é chamado evento impossivel.

No langamento de um dado, onde S ={1, 2, 3, 4, 5, 6}, temos:

A= {2, 4, 6} < S; logo, A é um evento de S

B= {1, 2, 3, 4, 5, 6} € S; logo, B é um evento certo de S (B = 9)
C= {4} < S; logo, C & um evento elementar de S

D=OY cS; logo, D é& um evento impossivel de S.
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DefinicOes e Notacao Basica — cont...

OPERACOES COM EVENTOS COMPLEMENTARES

O complemento de um evento A € o subconjunto formado pelos elementos do espagco amostral n&o incluidos
no evento A.

Por exemplo, o complemento do evento A = {CaCo, CoCa}
é o evento A ={CaCa, CoCo}.

: |
Note que: n(A) + n(A) = n(E)

Iéspagoamosiral . .
Dois ou mais eventos de um mesmo espag¢o amostral podem
ser agrupados em operagdes de unido e intersegao, assim

Everto definidas:
ive‘nto do complementar
nomf:po de A
aleatorio
A operacéao unido dos eventos A e B gera um novo evento formado pelos elementos
comuns e ndo comuns dos dois conjuntos, A e B.
N O A operacéao interse¢cdo dos eventos A e B gera um novo evento formados apenas
-\AIB/I pelos elementos comuns aos dois conjuntos, A e B.

Vejamos algumas conseqiiéncias das operacdées com eventos:

A unido de um evento A e seu complemento A é o proprio espaco amostral S; isto €, A U A =
S.

A intersecdo de um evento A e seu complemento é o conjunto vazio, isto é, AN A = @.
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DefinicOes e Notagcao Basica

EVENTOS MUTUAMENTE EXCLUDENTES E COLETIVAMENTE EXAUSTIVOS

Os resultados possiveis do lancamento de uma moeda s&o apenas dois, 0s eventos elementares
Ca e Co. Pela propria caracteristica do experimento, se o resultado de um langamento for cara
este resultado n&do podera ser também e ao mesmo tempo coroa, pois sao eventos mutuamente
excludentes. A uniao de eventos elementares forma o espago amostral, pois sdo eventos
coletivamente exaustivos. Portanto, verifica-se que os eventos A e B pertencentes ao mesmo
espaco amostral S:

] LS Sao mutuamente excludentes se sua intersecdo for vazia: A N B = &, pois
(A) (B) os dois eventos ndo tém nenhum elemento em comum. Ex: Os eventos Ca
e Co resultantes do langamento de uma moeda.

Sao coletivamente exaustivos se a uniao dos eventos formarem o espago amostral: A U B = S,
onde cada evento pode ter elementos repetidos no outro evento. Ex: O espago amostral da nota
final de Estatistica esta formado por quatro eventos elementares: conceito A, conceito B, conceito
C e conceito D. Os quatro conceitos sdo eventos mutuamente excludentes e juntamente sao
eventos coletivamente exaustivos, pois quando agrupados formam o espaco amostral de todos os
conceitos.
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Exercicios

1. Considerando o experimento: langar uma moeda comum e anotar o resultado, langando em seguida um dado comum e
anotando o resultado como um par (moeda, dado), descrever:

. 0 espago amostral S;

. 0 evento E, = sair cara na moeda;

. 0 evento E, = sair par no dado;

a
b

c

d. o evento E; = sair cara na moeda e par no dado;
e. o evento E, = sair cara na moeda ou par no dado.
2

. Fazendo duas retiradas consecutivas (com reposi¢géo) de bolas de uma urna que contém duas bolas brancas, trés bolas
verdes e quatro bolas amarelas, qual sera o espago amostral?

3. Retirando, de uma s6 vez, duas bolas de uma urna que contém duas bolas brancas, trés bolas verdes e quatro bolas
amarelas, qual sera o espaco amostral?

4. Considerando o experimento: fazer dois langamentos consecutivos de um dado comum e honesto e anotar a face que ficara
voltada para cima em cada langamento, determinar:

a. o espaco amostral S;

b. o evento A = a soma dos resultados é 5;

c. o evento B = os resultados s&o iguais;

d. o evento C = o produto dos resultados € impar.

5. Considerando o experimento: fazer um langamento de dois dados comuns, honestos e indistinguiveis e anotar as faces que
ficarao voltadas para cima, determinar:

a. o espaco amostral S;
b. o evento A = a soma dos resultados ¢é 5;
c. o evento B = os resultados s&o iguais;

d. o evento C = o produto dos resultados € impar.
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Definicoes e Notacao Basica — cont...

Probabilidade - E a possibilidade ou chance
de ocorréncia, ou medida de ocorréncia,
de um evento definido sobre um espaco

amostral, que por sua vez esta
relacionado a algum experimento
aleatdrio ou nao deterministico. No

calculo da probabilidade, o resultado
sera um numero real compreendido entre

0 e 1, ou, o0 equlvalente a dizer, entre
0 e 100%.
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Definicao Classica de Probabilidade

Probabilidade - Representa a proporcdo do numero de resultados favora-
veis ao evento em relacdao ao numero total de resultados possiveis do feno-
meno, guando todos estes sdo considerados equiprovaveis.

O termo equiprovavel (ou igualmente provavel) significa ndo preferir alguns resultados em
detrimento de outros. Isto é facil observar quando ocorre algum tipo de simetria no fenbmeno
estudado.

Exemplo

Considere o fendbmeno “rolar um dado equilibrado”. Observando o numero que
ocorre na face voltada para cima (ou superior), qual a probabilidade de ocorrer o
evento numero par?

Denominando a probabilidade de “ocorrer numero par” por:
P (ocorrer numero par) = p = 3/6.

Portanto, obtivemos trés resultados favordveis, sobre os seis resulta-
dos possiveis do espacgo amostral Q = {1,2,3,4,5,6}. A probabilidade de
ocorrer o evento numero par é€ de 0,5 ou 50%.

Historicamente, é na idade média, com Galileu, que se registrou pela primeira vez a
citacdo do termo equiprovavel. Saiba que, mesmo em épocas remotas, a definicao
classica foi considerada muito restrita, pois nao respondia a questido: o que ¢€
probabilidade? Se observarmos o exemplo estudado, a definicdo classica sO realiza o
calculo de probabilidade de alguns eventos mais simples, utilizando, para isto, o método
de contagem.
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Exemplos

Dados os algarismos 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 7, construimos todos 0s numeros que podem ser
representados usando dois deles (sem repetir). Escolhendo ao acaso (aleatoriamente) um dos
numeros formados, qual a probabilidade de o numero sorteado ser:

a. par

Temos 7 possibilidades de escolha do primeiro algarismo dos nuUmeros e seis
escolhas do segundo algarismo (os numeros ndao podem ter algarismos repetidos).
Assim, temos 7 . 6 = 42 caso possiveis.

Para o numero ser par devera terminar (unidade) em 2, 4 ou 6. Devemos ter 3
possibilidades (2, 4, 6) associadas a 6 possibilidades (ndo podem ter algarismos

repetidos). Assim, temos 3 . 6 = 18 casos favoradveis. Logo a probabilidade seréa:
18 3
Plpar) = —=—
bar) = 5=7
b. mualtiplo de 5?
Casos possiveis = 42
L 6 1
Casos favoraveis =1 . 6 = 6 P(multiplo de5) = — = =
42 7
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Definicao Frequentista de Probabilidade s

Probabilidade de um evento E é expressa por:
(nmero de ocorréencias de E em n repeticoes independenteS)

P(E) = lim

1 —>00

numero n de repeticoes do experimento

Exemplo 1
Vamos supor um experimento em que jogamos um percevejo, usado para afixar
painéis de aviso, sobre uma superficie lisa. Qual a probabilidade dele cair apontado
para cima?

Primeiro ¢é necessario entender que, neste caso, ndo podemos recorrer para
propriedades de simetria, pois no caso do percevejo elas ndo existem.

Portanto, pense: como calcular a probabilidade dele cailr apontado para cima?

A 1idéia ¢é aproximar a probabilidade pela estimativa da probabilidade de
ocorréncia do evento, ou seja, Jjogar o percevejo vezes, mantendo-se as mesmas
condic¢cdes (mesmo percevejo, mesmo individuo - “jogador”, mesma superficie, etc.)

Para resolver este problema, devemos utilizar a expressdo a seguir:

numero de vezes que cair apontando para cima
numero total de observagdes (n)

P(cair apontando para cima) =p =

Neste exemplo, poderiamos também considerar uma moeda ndo equilibrada (isto € cara e coroa ndo séo igualmente
provaveis), ou um dado ndo honesto (isto &, os resultados 1, 2, 3, 4, 5 e 6 ndo sado igualmente provaveis).

Fique atento para distinguir que a escolha da definicdo a ser aplicada depende muito da natureza do fenémeno. E
possivel observar que a definicdo frequentista se baseia na estabilidade da frequéncia relativa. No exemplo visto, o
percevejo devera ser langado diversas vezes e a frequéncia com que sua ponta cai para cima atingira, depois de varias
repeticbes, um comportamento que tende a estabilidade. Se langcado vezes, o percevejo cair com a ponta para cima em
aproximadamente 70% das tentativas, este € o comportamento esperado do evento. Portanto, sua probabilidade tende
a ser de 0,7 ou 70%.
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Exemplo 2 de Definigao Frequentista

Qual a chance de se retirar, de um baralho comum, uma carta de ouros?

FE: retirar uma carta de ouros de um baralho comum
n: numero de resultados favoraveis a ocorréncia do evento
T: nUmero total de resultados igualmente possiveis do espaco amostral

Portanto:
n(k)

P(E) = m = P(carta de ouro) = e

= 0,25 0u 25%

ol M

Se existem 13 cartas de ouros em 52 cartas totais, temos 25% de chance
de retirar uma carta de ouros de um baralho comum.

Num baralho padrdo temos 52 13 copas: v2345678910JQKA
cartas, sendo 13 de cada naipe:

_ . 13 ouros: ¢2345678910JQKA
As cartas sado: A(as), 2, 3, 4,

5, 6, 7, 8, 9, 10, J(valete),

, 13 paus: &#2345678910JQKA
Q(dama) e K(reil)

13 espadas: #2345678910JQKA
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Exemplos
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Definicao Subjetiva de Probabilidade

E a atribuicdo de probabilidades baseadas em experiéncias passadas,
opinides, enfim, no poder de analise pessoal de uma situacao especifica. Por
exemplo, suponhamos que um quimico manipule um novo perfume para
mulheres e atribua uma probabilidade de aceitacdo deste perfume junto as
mulheres bastante diferente daquela atribuida pelo dono do estabelecimento.

A probabilidade subjetiva € especialmente util na tomada de decisdes,
quando estas nao puderem ser determinadas empiricamente.

EXEMPLOS

®* Qual a probabilidade de wvocé fechar sua nota na prdxima avaliacao
presencial?

* Qual a probabilidade de chover no final de semana?

* Qual a probabilidade do enfermo se recuperar completamente?

Para que a teoria construida sobre esta ou outras questfes subjetivas (pessoais) tenha consisténcia
(coeréncia) algumas regras gerais e de comportamentos racionais sdo estabelecidas. Estas regras séo
baseadas em alguns axiomas, ou seja, teorias que vamos apresentar ainda neste capitulo. Mas, antes de
conhecer estes axiomas, vamos conhecer algumas terminologias e idéias basicas que os compdem.
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Axiomas da Probabilidade IMe>

Axioma 1: 0<P(E) <1

Axioma 2: P(QQ)) =1

Axioma 3: Se E; e E, sao eventos mutuamente exclusivos, entao
P(E, ou E;) = P(E;) + P(Ey)

E sabido, portanto, que dois eventos e sdo disjuntos ou mutuamente
exclusivos quando nao tém elementos em comum, isto €, E; n E, = .

@) | Dois evenfos 530 mutuamente exciusivos

quando nao ém inferseccao.
@ ANB=0 nANB)=0 — PANB)=0
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Teoremas da Probabilidade IMe>

I. O evento impossivel possui probabilidade zero, isto &€, P(J) = 0.
1. Se E° representa o evento complementar de E, entéao P(E®) = 1 — P(E).

I11. Para quaisquer eventos, supor A e B, temos que P(A) = P(AnB) + P(A
NB°).

IV. Se A c B = P(A) < P(B).

V. Se associados a um espaco amostral estiver dois eventos quaisquer, ,
temos que:

P(Au B) =P(A) + P(B) — P(AnB)

A area hachurada da figura ao lado € ANB, mas observe que ANB faz parte de A e
também de B.

Q
NN n(AUB) = n(A) + n(B) — n(ANB)
‘\'g@/‘

Dai, dividindo toda a igualdade por n(E), vem:

(ACB) n(4) n(B) n(ANB)
nn(E) - Z(E)+Z(E)_nn(E) P(ALB) = P(A) + P(B) — P(AMB)

Caso os eventos A e B sejam mutuamente exclusivos, isto ¢, AnB = &, temos do
teorema V.

P(Au B)=P(A) + P(B)
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Exemplo 1

Lancei um dado.
Seja “A” o evento de se obter 1 ou 3, e “B” o evento de se obter 3 ou 4, calcule P(AUB)

Solucao
P(A) = 2/6 e P(B) = 2/6 e P(ANB) = 1/6

Os eventos “A” e “B” tém o elemento “3” em comum, ou seja, ele
pertence aos dols ao mesmo tempo, assim o0s dolis eventos ndo sao
mutuamente exclusivos.

Logo: P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = (2/6) + (2/6) - (1/6) = 3/6

E se os eventos fossem A = {1,3} e B= {4,5} ?
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Exemplo 2

Extrai-se uma carta de um baralho de 52 cartas. Qual a probabilidade de sair um rei ou uma
carta de ouro?

Solucao

Consideremos que “A” seja representado pela possibilidade de sair um rei
e “"B” a possibilidade de sair uma carta de ouro. Observe que “A” e “B”
tém um Unico elemento em comum: o rei de ouros.

O baralho tem 52 cartas e 4 naipes: paus, espadas, copas e ouros. Sabe-
se que cada naipe tem 13 cartas, que vdo do “A” (as) ao “K” (rei), sem
considerar os coringas. :

Ent&do: P(A) = 4/52 P(B) = 13/52 P(AMNB) = 1/52

n(4) numero de reis do baralho 4

oy Num baralho padrdo temos 52

P(A) = = =
@) n(E) numero total de cartas do baralho 52 ,
cartas, sendo 13 de cada naipe:

n(4) numero de cartas de ouro 13
= 5 As cartas sdo: A(as), 2, 3, 4, 5,

e, 7, 8, 9, 10, J(valete), Q(dama)
n(AnB)  nmimero decartas de ouro e rei ao mesmotempo 1 ¢ K(rei)

n(E) B nuamero total de cartas do baralho " 52 13 copas: v2345678910JQKA
13 ouros: ¢2345678910JQKA
13 paus: #2345678910JQKA
13 espadas: #2345678910JQKA

P(A) =

n(E) numero total de cartas do baralho -

P(AMB) =

Logo: P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = (4/52) + (13/52) - (1/52) = 16/52
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Exemplo 3

.
Um baralho tem 12 cartas, das quais 4 sdo ases. Retiram-se 3 cartas ao acaso. Qual a probabilidade de
haver pelo menos um as entre as cartas retiradas?

Solucao

12 cartas, das quais 4 sdo ases.

Espaco amostral = U

n(u) =12 . 11 . 10 = 1.320

Evento A = sair pelo menos um as Evento A, = ndo sair as.
P = el P =1

n(A.,,) =8 . 7 . 6 =336 = = 1320 55 — =l- =
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Sabe-se que a Industria FAJU-CAMADE, fabricante de sacos em tecido de
polipropileno (Big Bags), apresenta um processo de inspecao para controle de
qualidade em trés etapas, I, Il e Ill. A probabilidade de um produto passar em
qualquer dessas etapas de inspecao sem ser detectado € de aproximadamente
82%. Com base nestas informacOes, encontre a probabilidade de um produto
passar pelas trés etapas de inspecdo sem ser detectado. Apresente uma conclusao
para o resultado obtido.

Solucao

A situacdo apresentada na atividade 2 sugere a aplicacdao da definicao
de eventos I1Independentes, entre as trés etapas de inspecdo, em que
podemos escrever:

P(I n IT n III) = P(I) P(II) P(III)

P(I nII n III) = 0,823 = 55,14%
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Probabilidade Condicional IMGS

CATANDUVA:-SP

Considerando dois eventos A e B associados a um espaco amostral Q. A

probabilidade de A ocorrer dado que o evento B ocorreu € representada
pela expressao:

,em que P(B) > 0

Atencao!

Quando calculamos a probabilidade P(A|B), a idéia intuitiva que
podemos ter € que o evento B seja um novo espaco amostral reduzido
dentro do qual queremos calcular a probabilidade do evento A.
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Teorema do Produto

. . . P(AMB i
Do conceito de probabilidade condicional I8 = ;(g) ) em que P®)>0 obtém-se 0

teorema do produto, também conhecido como teorema da

multiplicacao.
P(AnB) = P(A)P(B|A)

Generalizando para n eventos, temos:

P(A~BAC ...N)) = P(A)P(B|A) P(C|ANB)...P(NJA ~BAC ....)
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Independéncia Estatistica

Dois eventos A e B sao independentes, se a informacao da ocorréncia
ou nao de B nao altera a probabilidade de ocorréncia de A, isto é:

P(A|B) = P(A) ou P(B) > 0

O que equivale a expressao:
A probabilidade de que eles se realizem

. . simultaneamente é igual ao produto das
P(AmB) = P(A) . P(AlB) T P(A) . P(B) piogabilidades de ]l:ezlizagéo doLs1 dois

eventos
Atencéao!
Nao é dificil verificar que se A é independente de B , entdo B € independente de A. Além
disso, 0 uso da expressdao acima nos permitiu verificar que o evento vazio (J) ¢é
independente de qualquer evento.

Exemplo - Lancando dois dados honestos simultaneamente, qual a probabilidade de
obtermos 1 no primeiro dado e 5 no segundo dado?

A probabilidade de se obter 1 no primeiro dado é (1/6) e de se obter 5 no

segundo também é (1/6). Logo, a probabilidade de obtermos , simultaneamente, 1
no primeiro e 5 no segundo é:
(1/6) x (1/6) = 1/36

07/07/2012 — Probabilidade e Estatistica - Matematica 32



IMCS

Teorema da Probabilidade Total

Sejam E, E,, E;, ..., E, eventos que constituem uma particao do espaco
amostral Q, isto é:

‘E,UESUE;U ... UE, =Q
*P(E) >0, paratodoi=1, 2,3, ..., n
*EENnE =0 parai=]

Assim, se representa um evento, temos o0 seguinte teorema, conhecido
como teorema da Probabilidade Total.:

P(B) = Z P(E; "B) = Z P(E;)P(B|E;)
i=1 i—1
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Exemplo 1

.
Uma urna contém 10 bolas pretas e 10 bolas brancas. Extraem-se duas bolas da urna. Qual a probabilidade

de ambas serem brancas se:

* houver reposigcao da 1° bola extraida.
* ndo houver reposicao da 1° bola extraida.
Solucéo
A urna contém um total de 20 bolas, 10 brancas e 10 pretas.

N6s queremos que as duas bolas extraidas sejam brancas: a 1° branca e a 2° branca.
Seja A o evento “a primeira bola extraida é branca” e B o evento “a segunda bola
extraida é branca”.

Desejamos conhecer P (ANB).
No caso a, P(ANB) = P(A) . P(B|A) =P(A) . P(B), pois os eventos sdo independentes.

Veja que P(A) = 10 /20, ou seja, a probabilidade da primeira bola extraida ser
branca é a relacdo entre o numero de bolas brancas e o total de bolas da urna.

P(B) também é 10 /20, pois a bola extraida foi devolvida a urna, e o total de
bolas continua igual (o total de bolas corresponde ao espaco amostral, que ndo foi
alterado) .

Assim, P(ANB) = P(A) . P(B) = (10/20 ). (10/20) = 1/4

Neste caso, a bola extraida da primeira vez ndo foi devolvida a urna; como eram 20
bolas, ficamos com 19 bolas no total. Como a primeira bola extraida foi branca,
ficamos com 9 brancas e 10 pretas na segunda extracdo. Assim, P(ANB) = P (A)
P(BIA) = (10/20) . (9/19) = 9/38
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Exemplo 2

A probabilidade de uma mulher estar viva daqui a 30 anos é de 2/3 e de seu marido 3/5. Quais as probabili-
dades de daqui a 30 anos:

* somente a mulher estar viva;

* somente o homem estar vivo;

* ambos estarem vivos;

* selo menos um estar vivo.

Solucéo

Seja P(M) a probabilidade da mulher estar viva daqui a 30 anos. P(M ) serd a probabilidade do
evento complementar, que é estar morta.

Portanto: P(M) = 2/3 e P( M) = 1/3

Da mesma forma para o homem: P(H) = 3/5 e pH ) = 2/5

Com estes dados, vamos a solugdo: P (MN. ), i.é., a mulher estar viva e o homem morto, pois
gqueremosa probabilidade de somente a mulher estar viva.

P (MNg ) =PM) . P (fF/ M =PM) . P(F)

P (ii/ M) representa a probabilidade do homem estar morto quando a mulher estiver viva. Como
uma coisa ndo depende da outra, os eventos sdo independentes. Portanto:

P @/ M) = PH). Assim, P(MNEp =P (M) . P () = (2/3 . 2/5)= 4/15

Neste caso, queremos homem vivo e mulher morta, portanto:

P (HNg) =P (H) . P () = 3/5 . 1/5 = 3/15

Neste caso, queremos os dois vivos, um € outro:

P (HNM) =P (H) . P (M) = 3/5. 2/3 = 6/15

Neste caso, gqueremos um OU outro vivo: (HUM)

P (HUM) =P (H) +P (M) — P (HOM) = (3/5 + 2/3 - 6/15) = 13/15
Observe que, daqui a 30 anos, podemos ter: Ambos vivos:
* P(HNM) = 6/15

* Homem vivo e mulher ndo: 3/15

* Mulher viva e homem ndo: 4/15

Quando dizemos um ou outro, estamos dizendo as trés citadas, cuja soma é 13/15, como vocé
verificou na unido.

A UGnica alternativa (possibilidade) ainda n&o cogitada foi a dos dois estarem mortos.
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Exemplo 2 — cont...

Entdo, calculemos:

P @nM) =P @) . P M) =2/5 . 1/3 = 2/15

Observe que 13/15 + 2/15 = 15/15 = 1, i.é., a soma das probabilidades de todas as possibi-
lidades é sempre igqual a 1.

Dizemos que houve a exaustdo do espaco amostral quando todas as possibilidades foram
consideradas, como o ocorrido nesse caso

- —_ « SO amulherviva: 4 15
N N « 506 0 homem vivo: 3/15
l 1 3 | « Ambos vivos: 6/15 {Intersecgéo)
15 ?j « Pelo menos um vivo: 13/15 (Unido)
T 5 T + 0Os dois mortos: 2/15
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Teorema de Bayes

Considere A,, A,, Az, ..., A, eventos mutuamente excludentes cuja uniao
representa o espaco amostral Q, isto €, um dos eventos necessariamente
deve ocorrer. Observe o diagrama seguinte:

Assim, se B € um evento qualquer, temos o
seguinte teorema, conhecido como teorema
de Bayes, representado pela expressao:

P(A;)P(B|A;)

i1 P(A;)P(B|A4;)

Saiba que o teorema apresentado permite determinar as probabilidades
dos varios eventos A, A,, A;, ..., A, que podem ser a causa da ocorréncia
do evento B. Devido a isto, o teorema de Bayes € também conhecido como
teorema da probabilidade das causas.
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Ambientalistas de uma ONG (Organizacao Nao Governamental), apds um levantamento de dados,
constataram, em uma cidade, a existéncia de trés indudstrias: I, Il, 1l1l. Cada indudstria participa
com 40%, 35%, 25%, respectivamente, da producdo industrial da cidade. A proporcdo de gases
poluentes lancados na atmosfera € de 2% pela industria 1, 1% pela industria Il e 3% pela
inddstria Il1l. Uma analise da emissédo de gases poluentes ou de particulas sélidas na atmosfera é
realizada ao acaso nesta cidade, o que permitiu aos ambientalistas verificar a existéncia de
polucdo atmosférica. Qual a probabilidade dos gases considerados poluentes terem sidos
lancados pela industria 11?

Solucao

Primeiro denominamos cada um dos eventos, depois com muita atencdo definimos a probabilidade
condicionada ao evento de interesse.

II: representa o evento “lancado pela indGstria II”
G: representa o evento “gases poluentes lancados na atmosfera”

Pergunta: Qual probabilidade dos gases considerados poluentes terem sidos lancados pela
indtstria II? Logo, queremos a probabilidade condicional de:

P(IT|G) = ? Atencéao! Nao se esquega que os gases poluentes podem provir de qualquer
PUIIAG) PUDP(G|ID uma das trés industrias (e s6 de uma). Portanto, confira a seguir como
PUI|IG) = = realizar os calculos de P(G), que representa a probabilidade dos gases

P(G) P(G) considerados poluentes langados na atmosfera.

Como calcular P(G)?

P(G) = P(I)P(G|I)+P(ITI)P(G|II) + P(ITII)P(G|III) = P(0,40)P(0,02)+P(0,35)P(0,01)+ P(0,25)P(0,03)

= 0,019

P(IDPGIIT) (0,35)(0,01) ~0,0035
P(G)  (0,40)(0,02) +(0,35)(0,01) + (0,25)(0,03) ~ 0,019

Portanto, conclui-se que a probabilidade dos gases, considerados poluentes, terem sido lancados

pela indastria II é de aproximadamente 18,4%.
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Resumo

Neste capitulo, introduzimos os conceitos basicos atribuidos as probabilidades, e
determinamos situagdes praticas as quais ela se aplica. Abordamos algumas
definicdbes e regras importantes e necessarias ao entendimento e aplicacao do
calculo de probabilidades. Dentre elas, a Definicdo Classica, a Definicao
Frequentista e a Definicao Subjetiva, com a insercdo de exemplos praticos e
desenvolvidos passo a passo.

Estudamos alguns axiomas e teoremas de probabilidade. Indicamos a leitura do
texto Probabilidade (MORETTIN, 2009), dentro do qual vocé conheceu os Teoremas
de Probabilidade, a probabilidade condicional e a aplicagcao do teorema de Bayes
para o calculo de probabilidades a posteriori, utilizando as probabilidades a priori.
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